CAPITULO 6
La elipse
DEFINICION. Elipse es el lugar geométrico de los puntos cuya suma de distancias a dos puntos
fijos es constante. Los puntos fijos se llaman focos.
0 9)
3.0 o
X
D’ D
Sean los dos puntos fijos F(¢,0) y F'(—e¢, 0) y 2a la suma constante, (¢ > ¢). Considere-
mos un punto genérico P(x, v) que pertenezca al lugar. Por definicion,
F'P + PF = 2aq,
es decir, VX4 2+ (r—02 + Vix—c)P+ (y—0) = 2a.
o bien. VX + e $ (=00 =2a— v/ (x—c)f + (y — 0).
Elevando al cuadrado y reduciendo términos semejantes,
ex —at = —aV(x —cp + (y— 0.
Elevando al cuadrado v simplificando, (a* — ¢?) x* | a®y* = a%a® — ¢?). 4
: ; T : '
Dividiendo por a*a* -~ ¢*) se obtiene la ecuacion - + - i_y o 5=
d ar—

u

Como a > ¢. a* — *
elipse en la forma

es positivo. Haciendo a* — ¢ = b%, resulta la ecuacion de la

&7 )2
il e el ©
a h?
0 bien. hix?t 4+ a*? = a*h?.

Como esta ecuacion solo contiene potencias pares de x e v, la curva es simétrica con
respecto a los ejes de coordenadas v e v, y con respecto al origen. El punto O es el centro
de la elipse y los ejes se denominan eje mayor y eje menor.

Si los focos fueran los puntos de coordenadas (0, ¢) y (0, —c). el eje mayor estaria sobre *

. L, x* y2
el eje v. con lo que la ecuacion resulta de la forma = 4+ = = 1.

h? a?
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o ¢ vat — bt )
La excentricidad e —- - ~——=—_ 0 bien ¢ = ae.
a a

Como la elipse tiene dos focos, también tendra dos directrices. Las ecuaciones de las
directrices D'D" y DD son, respectivamente,

a a
X = v x— - =0,

¢ ’ ¢
Si los focos estuvieran sobre ¢l eje 1, las ecuaciones de las directrices serian

a o

e y T

Se denomina latus rectum de la clipse a la cuerda perpendicular al eje mayor por uno

de los focos. Su longitud es

Los puntos en los cuales la elipse corta al ¢je mayor se llaman vérrices.
Si el centro de la elipse es el punto (A k) y el eje mayor tiene la direccion del eje x, la
ecuacion de la elipse es de la forma
(v 2 h) (p— k)

at h?

x — h)p — k)?
o bien, h..-.ﬁ.-.m | {:]. ..J_

b?

al eje y. En cualquier caso, la forma general de la ecuacion de la elipse es

a2 I si el eje mayor fuera paralelo
Axt+ By 4 Dx+ Ey+ F=0

siempre que A y B sean del mismo signo.

PROBLEMAS RESUELTOS

Dada la elipse 9x% -+ 16)* — 576, hallar el semieje ma- i YA o
yor, el semieje menor, la excentricidad, las coordenadas |

de los focos, las ecuaciones de las directrices y la longi-
tud del latus rectum.

i i - Ve v
Dividiendo por 576 se tiene - - — = |, Luego
P R T T &
a=8yh— 6 e
> X
B T
vat—b 21 —
¢ SAY . - W —Br= 28T
a 4 i

Coordenadas de los focos: (2v/7.0) y (—2V/7. 0).
Las ecuaciones de las directrices son

a _ o327
XK=& 8 F=Fk—7 D D

v . P
La longitud del fatus recrum de la elipse es 2h%g - ?yts == 9,
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2. Hallar la ecuacion de la elipse de centro el origen. foco en el punto (0, 3) y semieje mayor igual a 5,
Datos: ¢ = 3y a — 5. Por consiguiente, b — \'a? — ¢ = \25—9 — 4,
] 2 \.‘2

: . X y . — 5
Aplicando la formula = + = = I. se obtienc la ecuacion g

] 6 T35 =1

3. Hallar la ecuacidn de la elipse de centro el origen, eje mayor sobre el eje x y que pase por los puntos
(4. 3) y (6, 2).

v >

La férmula a aplicar es ;1—2 4+ i I. Sustituyendo x e y por las coordenadas de los puntos
: 6 9 36 4 ; ; > :
dados se obtiene, — + — = 1y — + — = |. Resolviendo este sistema de ecuaciones, a? = 52,
a? b? a® b* .
bh* = 13.
A= »? ;
Luego la ecuacion pedida es 5 + o 1, o bien, x* + 4y* = 52,

4, Hallar la ecuacion del lugar geométrico de los puntos cuya distancia al punto (4, 0) es igual a la
mitad de la correspondiente a la recta x — 16 = 0.

N Del enunciado del problema se deduce,

2 |
Vi(x — 4P +(y —0)2 = Hx — 16), 0 sea, x* — Bx + 16 + ) = - —32‘: —;—_2;6

Simplificando, se obtiene la ecuacion 3x* + 4y? — 192, de la elipse.

5. Se considera un segmento 4B de 12 unidades de longitud y un punto P(x, y) situado sobre ¢l a 8 uni
dades de 4. Hallar el lugar geométrico de P cuando el segmento se desplace de forma que los pun-
tos 4 y B se apoyen constantemente sobre los ejes de coordenadas y y x respectivamente,

M—d
, O sea, \. —_}

Por triangulos semejantes, g 1

MA  y
AP  PB

, Luego 64 — x? = 4)2, o bien, x? + 4)* = 64. El lugar es una elipse con su centro en el origen
; v de eje mayor sobre el eje x.

| - \
// \
- \
] :
| F22) F4,2)
- _‘. - :
i X 9 X
b Problema 5 Problema 6
;
; 6. Hallar la ecuacion del lugar geométrico de los puntos P(x, y) cuya suma de distancias a los puntos

fijos (4, 2) y (—2, 2) sea igual a &.
F'P-+PF=8 0sea V(x + 2! +(y—2+ Vix—4) + (y— 27 =8.

Ordenando términos, V(x -+ 2)% + (y — 2)* = 8 — \/(x — 4)* +(y — 2~
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Elevando al cuadrado y reduciendo términos, 3x — 19 = —4v/(x — 4)* + (y — 2)%
Elevando de nuevo al cuadrado y reduciendo términos resulta la ecuacion 7x* + 16y* — 14x
— 64y — 41 = 0, que es una elipse.

7. Dada la elipse de ecuacién 4x? + 9y — 48x + 72y + 144 = 0, hallar su centro, semiejes, vértices

y focos.
X — h)? p— k)? .
Esta ecuacion se puede poner en la forma 9—-‘-12-—-}-- + (—J'—B—z—-)— = |, de la manera siguiente: %

4(x2 — 12x + 36) + 902 + 8y + 16) = 144,
4(x — 6)* + Uy + 4)* = 144,

(x—6  (y+4p

b obi S " FRGT B i 1

36 16

Por tanto, el centro de la elipse es el punto de coqrdcnadas (6, —il__); a =6, b =4, los vértices
son los puntos (0, —4), (12, —4), y los focos (6 + 2v/5, —4), (6 —2V/5, —4).

YA Y
(6,0)

% |

Lo}

{(045)

(-75,0) (-250) | (50 (750

1
. 164 (105-4)
(0-4) B

y<

Problema 7 Problema 8

8. Un arco tiene forma de semielipse con una luz de 150 metros siendo su maxima altura de 45 metros.
Hallar la longitud de dos soportes verticales situados cada uno a igual distancia del extremo del

arco,
Supongamos el eje x en la base del arco y el origen en su punto medio. La eanacion del arco sera,
x? »2 .
.l Ea——kgizl,smndoa:?i b = 45.

Para hallar la altura de los soportes, hacemos x = 25 en la ecuacion y despejamos el valor de y.

,2 e
I 1, p? = 8(225), e yp = 30\2 metros.

Es decir, 5095 —

5635

9. La Tierra describe una trayectoria eliptica alrededor del Sol que se encuentra en uno de los focos.
Sabiendo que el semieje mayor de la elipse vale 1,485 x 10® kilémetros y que la excentricidad es,
aproximadamente, 1/62, hallar la maxima y la minima distancias de la Tierra al Sol.

¢

o 1
EXCentrICldad e = 62_ — '1'485'()0—‘006 , 08ea, ¢ = 2‘400.000.

¢
& Luego

La maxima distancia es @ + ¢ = 1,509 x 108 km.
La minima distancia es @ + ¢ = 1,461 x 10% km.
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10. Hallar la ecuacién de la elipse de centro (1, 2), uno de los focos (6, 2) y que pase por el punto (4, 6).

s 2 LT 2
Aplicamos la ecuacién =0 + o—2 =

1.
aﬁ b2

@—0  6—2

16
pe b 7w

Como (4, 6) perten :ce a la curva, bE

= l,obien,% + 1.
a

9 16 _
a* at—25

Comoc=S5resultab?=a*—c2=4a"—25 y 1.

o 2 oo 2
Resolviendo, a? = 45 y b* = 20. Sustituyendo, (igl-l— + _(y 202) =.l.

11. Hallar la ecuacion de la elipse de centro (—I, —1), uno de los vértices el punto (5, —1) y excentri-

cidad e = -%

3
Como el centro es el punto (—1, —1) y el vértice (5, —1) se tiene, a = 6, ¢ = —Z— = —g- = i ,
de donde ¢ = 4. Por otra parte, #* = a® — ¢? = 36 — 16 = 20.

e+ O
36 20

La ecuacion pedida es

12. Hallar la ecuacién de la elipse cuya directriz es la recta x = —1 yy

uno de los focos el punto (4, —3) y excentricidad 2/3. .

De la definicién general de seccién conica, si i = e
PM M!.._

y ¢ < 1 la curva es una elipse. 3 :

Vx—49P+(y+3* 2 ,
x+1 3

Elevando al cuadrado los dos miembros de esta ecuacion
y simplificando resulta,

5x% -+ 9y* — 80x + 54y = —221,
Completando cuadrados, 5(x? — 16x + 64) + 9(3* + 6y + 9) = —221 + 320 + 81,
¢ es decir, 5(x — 8)* + 9(y + 3)* = 180,

ien, B8 o O+ap
o bien, e 4 e 1.

Por consiguiente,

o]

.
s
pr
“1
LK

X+1

13. Hallar el lugar geométrico de los puntos P(x, y) cuyo producto de las pendientes de las rectas que
unen P(x, y) con los puntos fijos (3, —2) y (—2, 1) es igual a —6.

y+2\(y—1} . T .
(x—3)(x—|—2)_ 6, o bien, 6x* 4 »* + y — 6x = 38, una elipse.

: . . 1
14. Hallar la ecuacion de la elipse de focos (0, +4) y que pase por el punto (——2 3).

5 L
; 2 S ; 144 9
Sustituyendo x = V= Jen TR I se obtiene S5p + i 1
Como los focos son (0, +4), resulta ¢ = 4 y a® — b? = 42 = 6.
2 2"
Resolviendo el sistema de ecuaciones, a® = 25, b* = 9. Luego, % + %5 =1
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15. Hallar el lugar geométrico de los puntos que dividen a las ordenadas de los puntos de la circunferen-

cia x* 4 y* = 25 en la relacion

3 ; 5
Sea ' = §ho bien, y = —3—y’. y x = x'. Entonces, x'? 4 295—))“ = 25
Suprimiendo las primas y simplificando se llega a la ecuacion 9x* -+ 25y = 224, que es una

elipse.

Problema 15 Problema 16

16. Hallar la ecuacion de la elipse que pasa por los puntos (—6, 4), (—8, 1), (2, —4) y (8, —3) y cuyos
ejes son paralelos a los de coordenadas.
En la ecuacion x% + By* 4+ Cx + Dy + E = 0, sustituyendo x e y por las coordenadas de los
cuatro puntos dados,
16B—6C + 4D + E = — 36,
B—8C+ D+ E=—64,
168 +2C —4D + E= —A4,
98 + 8C — 3D + E = — 64.

Resolviendo el sistema, B =4, C = —4, D = —8,y E = —92.

— 2 1
La ecuacién pedida es x* + 4)? — 4x — 8y — 92 = 0, o bien, _{-_Y__mo?-)_ + % = ],

17. Hallar la ecuacion del lugar geométrico del centro de una

circunferencia tangente a x* 4 p* =1y x* + y?—4x YA
—21 =0. -
’ e e
Sean (x,, y,) las coordenadas del centro. Las circun- ! S
ferencias dadas tienen de radies | y 5 respectivamente. ‘-'Pl \]\
; S— . o Ko WMoY
a) 5—V(xg— 2P + (3o — 0P = Vxd + p2— 1. i Il\l -
Elevando al cuadrado, simplificando y suprimiendo Q/‘hl@}\{}oj I\. !i
las primas se llega a la ecuacion 8x% + 9y — 16x — 64 = 0, /
que es una elipse. Poniendo esta ecuacion en la forma /
— 1) P |t /
(c—1F =0
9 8 L
se deduce que el centro de la elipse corresponde al punto
(1, 0).

B) Vx2 + ¥+ 1 =5—V(xy— 2)* + y,t. Elevando al cuadrado, simplificando y suprimiendo

e ) — Q)2
las primas se llega a la ecuacion 3x2 4 4y — 6x — 9 = 0, o bien, {X—4L 4 {—J—j— Y = 1.

El centro de esta elipse es el punto (1, Q).
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18. En una elipse, los radios focales son las rectas que unen los focos con un punto cualquiera de ¢lla.

Hallar las ecuaciones de los radios focales correspondientes al punto (2, 3) de la elipse 3x% + 4% = 48,

2 +2 A
Escribiendo esta ecuacion en la forma Txé + {2 = | setiene, ¢ = + V16— 12 = +2.
Los focos son los puntos (42, 0). La ecuacion del radio focal del punto (2, 0) al(2, 3)es x — 2 =0
3—0

yladel (—2,0)al(2,3)esy—0= 2732 (x + 2), 0 bien, 3x —4y + 6 = 0.

PROBLEMAS PROPUESTOS

En cada una de las elipses siguientes hallar @) la longitud del semieje mayor, b) la longitud del semieje
menor, ¢) las coordenadas de los focos, d) la excentricidad.

W Sol. @) 13, b) 12, ¢) (£50), d) >
\ ) T69_ I44 =i . [ ) : 4 4 ]3 .

2 2 Lo e 3
@ F+¥% =1 Sol. a)2v3, b) 2v2, ¢) (0, +2), d) #
(3) 225x? 4 289y% — 65.025. Sol. a) 17, b) 15, ¢) (4£8,0), d) 18_?

Hallar las ecuaciones de las elipses siguientes de forma que satisfagan las condiciones que se indican.
2

2
(1) Focos (44, 0), vértices (5, 0). Sol. %‘ + % =
2 2
(2) Focos (0, +8), vértices (0, - 17). Soli o bt L
25 289
2
(3) Longitud del latus rectum = 5, vértices (10, 0). Sol. T)élb_ -+ ;—;— =1
. e _g e
(4) Focos (0, -6), semieje menor = 8. Sol. T 4+ 00 = 1.
5) Focos (45,0 iricidad = = sot. B X
(5) ocos (+5, 0), excentricidad = 3 ol. 64 39 = I

. Hallar la ecuacién de la elipse de centro el origen, focos en el eje x, y que pase por los puntos

(—3,2v3) y(4,4v'5/3).  Sol. 4x* + 9p* = 144,

Hallar la ecuacién de la elipse de centro ¢l origen, semicje mayor de 4 unidades de longitud sobre
el eje y, y la longitud del /arus rectum igual a 9/2. Sol. 16x?  9? = 144,

Hallar el lugar geométrico de los puntos P(x, y) cuya suma de distancias a los puntos fijos (3. 1)
y (—35, 1) sea igual a 10. ;Qué curva representa dicho lugar?
Sol. 9x* L 25)% 4 18x — 50y — 191 = 0, una elipse.

Hallar el lugar geométrico de los puntos P(x, y) cuya suma de distancias a los puntos fijos (2, —3)
y (2, 7) sea igual a 12, Sol. 36x% + 11y — 144x — 44y — 208 = 0.

Hallar el lugar geométrico de los puntos cuya distancia al punto fijo (3, 2) sea la mitad de la corres-
pondiente a la recta x + 2 = 0. (Qué curva representa dicho lugar?
Sol. 3x* 4+ 4y — 28x — 16y + 48 = 0, una elipse.
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

LA ELIPSE

Dada la elipse de ecuacion 9x? 4 16y — 36x 4 96y + 36 = 0, hallar a) las coordenadas del centro,
b) el semieje mayor, c) el semieje menor, d) los focos y e) la longitud del /atus rectum.

Sol. a) (2,—3), b)4, ¢)3, d)2+VT,—3), e 45

Hallar la ecuacién de la elipse de centro (4, —1), uno de los focos en (I, —1) y que pase por el
—4) 2
punto (8, 0). Sol. o I8 ) - %4 —; U = 1, o bien, x? + 2y —8x + 4y = 0.

Hallar la ecuacidn de la elipse de centro (3, 1), uno de los vértices en (3, —2) y excentricidad e = 1/3.

(x—3) (y— 12
§ T o9

Sol. = |, o bien, 9x* 4 82 — 54x — 16y + 17 = 0.

Hallar la ecuacién de la elipse uno de cuyos focos es el punto (—1, —1), directriz x = 0, y excentri-

cidad e = —‘/g

2
Un punto P(x, y) se mueve de forma que el producto de las pendientes de las dos rectas que unen P
con los dos puntos fijos (—2, 1) y (6, 5) es constante e igual a —4. Demostrar que dicho lugar es
una elipse y hallar su centro. Sol. 4x* 4 y* — 16x — 6y — 43 = 0. Centro (2, 3).

Sol. x*+2y*+4x + 4y +4 = 0.

Un segmento 4B, de 18 unidades de longitud, se mueve de forma que A esta siempre sobre el eje y
y B sobre el eje x. Hallar el lugar geométrico de los puntos P(x, y) sabiendo que P pertenece al seg-
mento AB y esté situado a 6 unidades de B. Sol. x* 4 4y* = 144, una elipse.

Un arco de 80 metros de luz tiene forma semieliptica. Sabiendo que su altura es de 30 metros, hallar
la altura del arco en un punto situado a 15 metros del centro. Sol. 154/55/4 metros.

La orbita de la Tierra es una elipse en uno de cuyos focos esta el Sol. Sabiendo que el semieje mayor
de la elipse es 148,5 millones de kilometros y que la excentricidad vale 0,017, hallar la maxima y la
minima distancias de la Tierra al Sol. Sol. (152, 146) millones de kildmetros.

Hallar la ecuacion de la elipse de focos (+8, 0) y que pasa por el punto (8, 18/5).

x? 2
Sol. o0+ 36 = !

Hallar el lugar geométrico de los puntos que dividen a las ordenadas de los puntos de la circunferen-
cia x* + y* = 16 en la relacion 3.  Sol. x* 4 4y* = 16.

Hallar las ecuaciones de los radios focales correspondientes al punto (1, —1) de la elipse
x4+ 5yt —2x + 20y + 16 = 0.
Sol. x—2—3=0, x+2y+1=0.

Hallar la ecuacién de la elipse que pasa por los puntos (0, 1), (I, —1), (2, 2), (4, 0) y cuyos ejes son
paralelos a los de coordenadas. Seol. 13x% 4 23y? — S5lx — 19y —4 =10

Hallar el lugar geométrico del centro de la circunferencia tangente a

X4+ =4 y x*4+y*—06x—21=0

Sol. 220x% + 256y* — 660x — 3.025 =0 y 28x® + 64y — 84x — 49 = 0.




